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Présentation du modèle

Motivation première : processus de Hawkes (processus ponctuel
dont l’intensité conditionnelle est aléatoire et dépend de l’ensemble
du passé du processus).

Version discrète : on considère une variable aléatoire (X̃n)n≥0, qui
va dépendre du passé (ici, mémoire de deux pas).
Processus auto-regressif de Poisson (INGARCH) :

X̃n ∼ P
(
aX̃n−1 + bX̃n−2 + λ

)
, a, b ≥ 0, λ > 0.

[Ferland et al. ’06]
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But : classifier le comportement asymptotique de (X̃n)n≥0 en
fonction de a et b.
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Résultat principal

Définition
On définit les ensembles :

R =
{

(a, b) ∈ R2 : b < bc(a)
}

T =
{

(a, b) ∈ R2 : b > bc(a)
}
.
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Résultat principal

Théorème (Costa, Maillard, M. ’23)

Si (a, b) ∈ R, alors la suite (X̃n)n≥0 converge en loi lorsque
n→∞.
Si (a, b) ∈ T , alors,

X̃n + X̃n+1 −→
n→∞

+∞ ps.



Introduction Un cas transient Un cas récurrent Perspectives

La chaîne de Markov associée

Rappel : X̃n ∼ P
(

(aX̃n−1 + bX̃n−2 + λ)+
)
.

Ce résultat découle de l’étude de la chaîne de Markov naturellement
associée à (X̃n), c’est-à-dire :

Xn := (X̃n, X̃n−1) ∈ N2, n ≥ 0.

Soient a, b ∈ R, λ > 0 fixés.
Si Xn = (i , j), alors Xn+1 = (k , i), où k est une variable aléatoire
de loi de Poisson de paramètre (ai + bj + λ)+ =: sij .
Remarque : si Xn = (i , j) et sij = 0, alors Xn+1 = (0, i).
On cherche à classifier le comportement de cette chaîne de Markov
(récurrente/transiente) en fonction des paramètres a et b.
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Quelques trajectoires typiques
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Exemple d’un cas transient : a < 0, b > 1
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Exemple d’un cas transient : a < 0, b > 1

On suppose a < 0 et b > 1.
Heuristiquement, lorsque qu’on atteint un état du type (i , 0), i
suffisamment grand :

si0 = (ai + λ)+ = 0.

Prochain pas de la chaîne de Markov : (0, i).

Ici,
s0i = (bi + λ)+ = bi + λ > i .

Prochain pas de la chaîne de Markov : (k , 0) où k est une variable
aléatoire de Poisson de paramètre s0i .
Donc

(i , 0)→ (0, i)→ (k , 0), k > i avec grande probabilité.
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Exemple d’un cas transient : a < 0, b > 1

Proposition
Soit a < 0, b > 1. Soit 1 < r < b. Alors, pour n0 ∈ N suffisamment
grand,

P(0,0) (X2n+1 ∈ {(i , 0), i ≥ rn}, ∀n ≥ n0) > 0
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Stratégie générale pour les cas récurrents

Utilisation de critères de drift, fonctions de Lyapunov.

Objectif : trouver un ensemble d’états C petite, et trouver une
fonction V : N2 → [1,+∞) bien adaptée pour satisfaire le critère
de drift D(V , ε,K ,C ) :

∃ε ∈ (0, 1) : ∃K <∞ : ∀x ∈ N2,

∆V (x) := Ex [V (X1)− V (X0)] ≤ −εV (x) + K1C

Alors, il existe β > 1 et une mesure de probabilité π sur N2, tels

que,
βndVT (Loi(Xn), π)→ 0, n→∞

et π est la mesure de probabilité invariante pour la chaîne (Xn)n≥0.
[Douc et al. ’18, Meyn, Tweedie ’93]
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Exemple d’un cas récurrent : a > 0 et b < −a2

4

Dans ce cas, l’ensemble A = {(i , j) ∈ N2, sij = 0} est petite.
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Exemple d’un cas récurrent : a > 0 et b < −a2

4

Lemme

On pose, pour tout (i , j) ∈ N2, V (i , j) :=
i

j + 1
+ 1.

Il existe un ensemble fini C ⊂ N2 et ε ∈ (0, 1) tels que la condition
de drift D(V , ε,K ,A ∪ C ) soit satisfaite pour un K <∞.

En effet, pour (i , j) 6∈ A et ε ∈ (0, 1) :

∆V (i , j) + εV (i , j) =
(ε− 1)i2 + bj2 + aij + L(i , j)

(i + 1)(j + 1)

Au numérateur, une forme quadratique de discriminant
−(a2 + 4b(1− ε)) > 0, donc définie négative.
On note C = {(i , j) 6∈ A,∆V (i , j) + εV (i , j) ≥ 0}.
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Perspectives

X̃n ∼ P
(

(a1X̃n−1 + a2X̃n−2 + · · ·+ apX̃n−p + λ)+
)
.

1 Classifier le processus avec trois paramètres (p = 3).
2 Généraliser la technique avec la fonction de Lyapounov pour

montrer la récurrence de la chaîne de Markov pour p
paramètres.
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Merci !
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