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Modele et Notations

Le modeéle de Cucker-Smale

Modele de Cucker-Smale (CS)

Modele position/vitesse, individu centré, décrivant I'alignement d'individus.

F. Cucker and S. Smale, “"Emergent behavior in flocks", 2007, IEEE
Transactions on automatic control.
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Modele et Notations

Le modeéle de Cucker-Smale

Modele de Cucker-Smale (CS)

Modele position/vitesse, individu centré, décrivant I'alignement d'individus.

Soit x;(t), vi(t) € R? position et vitesse de i € [1, n] a I'instant t > 0.

% t) = Vi(t)a
Py =3~ Quli) (ule) — (o),

Jj=1

ot Q:(i,J) = Ayt (I(t) — (1)) € Ry

F. Cucker and S. Smale, “"Emergent behavior in flocks", 2007, IEEE
Transactions on automatic control.
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Modele et Notations

Le phénomene de Flocking

X(t) = supiy [Ixi(t) = x(t) [l V(£) = supiy [[vi(t) — vi(2)ll,-
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Modele et Notations

Le phénomene de Flocking

X(t) = supiy [Ixi(t) = x(t) [l V(£) = supiy [[vi(t) — vi(2)ll,-

Définition

On dit qu'il y a flocking si :

sup X(t) < 400 et m V(t)=0.

li
t>0 t—+oo
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Modele et Notations

Le phénomene de Flocking

X(t) = supiy [Ixi(t) = x(t) [l V(£) = supiy [[vi(t) — vi(2)ll,-

Définition

On dit qu'il y a flocking si :

sup X(t) < 400 et m V(t)=0.

li
t>0 t—+oo

Figure: Simulation modeéle CS cas
flocking.
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Modele et Notations

Le phénomene de Flocking

X(t) = supiy [Ixi(t) = x(t) [l V(£) = supiy [[vi(t) — vi(2)ll,-

Définition

On dit qu'il y a flocking si :

supX(t) < +oo et lim V(t)=0.
t>0 t—+oo
Figure: Simulation modeéle CS cas Figure: Simulation modele CS cas
flocking. non flocking.
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Modele et Notations

Le cas Hierarchical Leadership

Hierarchical Leadership

i<j = A;j=0. (1)

<= acyclique + unique classe récurrente.
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Modele et Notations

Le cas Hierarchical Leadership

@ L'unique classe récurrente ne
Hierarchical Leadership contient que le noeud 1.
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<= acyclique + unique classe récurrente.
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Modele et Notations

Le cas Hierarchical Leadership

@ L'unique classe récurrente ne
Hierarchical Leadership contient que le noeud 1.
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Modele et Notations

Le cas Hierarchical Leadership

@ L'unique classe récurrente ne
Hierarchical Leadership contient que le noeud 1.

(1) @ h; la hauteur du noeud i (nombre
d’arc du chemin le plus long de i a

i<j = A;j=0.

<= acyclique + unique classe récurrente. 1).

@ h = sup; h; la hauteur du graphe.

Adrien Cotil Journées de probabilités 2023



Modele et Notations

Le cas Hierarchical Leadership

@ L'unique classe récurrente ne

Hierarchical Leadership contient que le noeud 1.
.. @ h; la hauteur du noeud i (nombre
i — A; =0. 1 , . R
<J 7 @ d’arc du chemin le plus long de i a
<= acyclique + unique classe récurrente. 1).

@ h = sup; h; la hauteur du graphe.

a Théoréme (C. 2023)
a‘ Si A satisfait (1) alors il y a flocking si
a a ﬂ V(0) < € sup (r—X(0))p(r),
r>X(0)

e ° ol C > 0 explicite, ne dépendant que de A.
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Interprétation probabiliste

Flot du modéle CS linéarisé

Modele CS linéarisé

0= Q) (D)~ w(®),
j=1

ou

Qs (i) = Agw (|| () = x7 (1)][,)-
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Interprétation probabiliste

Flot du modéle CS linéarisé

Flot du Modele CS linéarisé
Soit Py, € R™" le flot de CS, i.e

Modele CS linéarisé

dv, ZQT i,J) (vi(t v,-(t)),

ou

Qs (i) = Ayt (

u(t) = (Pev(s) ,_Zpﬂmv,

b 0= (0)],)
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Interprétation probabiliste

Flot du modéle CS linéarisé

Modele CS linéarisé

dv

ou

Qs (i) = Ayt (

EAG)

vi(t)),

9,)-

Flot du Modele CS linéarisé

Soit Py, € R™" le flot de CS, i.e
u(e) = (PLevis) ,—ZP“ e

Alors

dP; .

dt :Q:Pt

et :Ds*’S = Ig.
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Interprétation probabiliste

Flot du modéle CS linéarisé

Flot du Modele CS linéarisé
Soit Py, € R™" le flot de CS, i.e

Modele CS linéarisé

C/V, vi(t) = (P<ev(s) I_Zpst’./)vj
ZQT ) () = vilh)),
Alors

ou dP;,

Qz (i) = Ay ) :
et Ps*,s = la.

:Q:Pt

EAG)

Semi-groupe : P, = P, P},
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Interprétation probabiliste

Equations de Kolmogorov

Flot du Modéle CS linéarisé

v(t) = Pgv(s),

dPg . P
dt - Qr 'Ds.r' 'Ds.s

Qi) = Agto ([ () = x* (1)) -

= /dA
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Interprétation probabiliste

Equations de Kolmogorov

Equations de Kolmogorov

(Yt)e>0 un processus de saut inhomogeéne.

Flot du Modéle CS linéarisé

v(t) = Pgv(s),

dPg . ‘
dt - Qr 'Ds.r' 'D5.5 = lg,

Qi) = Agto ([ () = x* (1)) -
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Interprétation probabiliste

Equations de Kolmogorov

Equations de Kolmogorov

(Yt)e>0 un processus de saut inhomogeéne.
(@t)>0 son générateur.

P i- :
Flot du Modzle CS linéarisé (Ps,t)s<e son semi-groupe
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Qi) = Agto ([ () = x* (1)) -

Adrien Cotil Journées de probabilités 2023



Interprétation probabiliste

Equations de Kolmogorov

Equations de Kolmogorov

(Yt)e>0 un processus de saut inhomogeéne.
(@t)>0 son générateur.

P i-
Flot du Modele CS linéarisé (Ps.t)s<e son semi-groupe,i.e

v(t) = Pgv(s),

Ps,e(i,j)y =P(Ye=Jj|Ys=1i).

dPg . ‘
dt - Qr 'Ds.r' 'D5.5 = lg,

Qi) = Agto ([ () = x* (1)) -
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Interprétation probabiliste

Equations de Kolmogorov

Equations de Kolmogorov

(Yt)e>0 un processus de saut inhomogeéne.
(@t)>0 son générateur.

P i-
Flot du Modele CS linéarisé (Ps.t)s<e son semi-groupe,i.e

V(t) — Ps*’tv(s)., Psyt(l-,j) = P(Yt :_] | Ys = I)

dpP; _
L= QiPL Pl = la, Alors :
Pt _p oo
e ) " . — = st W,
Q: (1.) = Ay (|7 (&) =5 (0] ,)- b,
d:t = _QsPs,t-
Et Pss = Iy.
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Interprétation probabiliste

Equations de Kolmogorov

Equations de Kolmogorov

(Yt)e>0 un processus de saut inhomogeéne.
(@t)>0 son générateur.

P i-
Flot du Modele CS linéarisé (Ps.t)s<e son semi-groupe,i.e

V(t) — Ps*’tv(s)., Psyt(l-,j) = P(Yt :_] | Ys = I)

dpP; _
L= QiPL Pl = la, Alors :
Pt _p oo
e ) " . — = st W,
Q: (1.) = Ay (|7 (&) =5 (0] ,)- b,
d:t = _QsPs,t-
Et Pss = Iy.

. ) . .
P; . (i,)) = F’(Yr(i5 = Yér) = /),

Adrien Cotil Journées de probabilités 2023



Inégalité de Dobrushin

Coefficient d'ergodicité de Dobrushin

Flot du Modele CS linéarisé

v(t) = Pgev(s),

dpP;,
o = Qe Py, Pos=la,

Qi) = Ayt (|57 (1) =7 (1))

X(t) = sup ||Ixi(t) — x;(t)ll,,
i

V(1) = sup [vi(t) — vi()]l-
i#j

sup X(t) < 400, lim V(t)=0.
t>0 t—+o00
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Inégalité de Dobrushin

Coefficient d'ergodicité de Dobrushin

Flot du Modele CS linéarisé

Coefficient d’ergodicité de Dobrushin (CED)

v(t) = Pgev(s), ,
Soit S(x) = sup;; [Ixi — x|
dP,

s,t

dt

Qi) = Ayt (|57 (1) =7 (1))

= QfPLy Pls=la,

s,s

Flocking

X(t) = sup ||Ixi(t) — x;(t)ll,,
i

V(1) = sup [vi(t) — vi()]l-
i#j

sup X(t) < 400, lim V(t)=0.
t>0 t—+o00
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Inégalité de Dobrushin

Coefficient d'ergodicité de Dobrushin

Flot du Modele CS linéarisé

Coefficient d’ergodicité de Dobrushin (CED)

v(t) = P v(s), .
Soit S(x) = sup;; [Ixi — x|

dPg,
— = QiPL Pl = o, Flocking : S(Pg,v(0)) — 0.

Qi) = Ayt (|57 (1) =7 (1))

X(t) = sup ||Ixi(t) — x;(t)ll,,
i

V(1) = sup [vi(t) — vi()]l-
i#j

sup X(t) < 400, lim V(t)=0.
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Inégalité de Dobrushin

Coefficient d'ergodicité de Dobrushin

Flot du Modele CS linéarisé

Coefficient d’ergodicité de Dobrushin (CED)

v(t) = P v(s), .
Soit S(x) = sup;; [Ixi — x|

dPg, e
— = QiPL Pl = o, Flocking : S(Pg,v(0)) — 0.

Qi (i) = Ao (|| (6) = (1)) 5(P.v(0) < { sup s(p&tv)] 5(v(0)

S(v)<1

Flocking

X(t) = sup ||Ixi(t) — x;(t)ll,,
i

V(1) = sup [vi(t) — vi()]l-
i#j

sup X(t) < 400, lim V(t)=0.

£>0 t—+oo
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Inégalité de Dobrushin

Coefficient d'ergodicité de Dobrushin

Flot du Modele CS linéarisé

Coefficient d’ergodicité de Dobrushin (CED)

v(t) = P v(s), .
Soit S(x) = sup;; [Ixi — x|

dPg, e
— = QiPL Pl = o, Flocking : S(Pg,v(0)) — 0.

Qi (i) = Ao (|| (6) = (1)) 5(P.v(0) < { sup s(p&tv)] 5(v(0)

S(v)<1
Flocking Par dualité :
sup S(P§,v
X(t) = sup [|Ixi(t) — x;(t)ll,, S(v)gl ( o )
i#j - .
V(t) = sup [Jvi(t) — vi(t)]l,- 1 * *
- = s = P — (VP
i#j Myugpp,, 2 ;K“ Ovt)i (V va)i
sup X(t) < 400, lim V(t)=0.
t>0 t—+o0
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Inégalité de Dobrushin

Coefficient d'ergodicité de Dobrushin

Flot du Modele CS linéarisé

Coefficient d’ergodicité de Dobrushin (CED)

v(t) = P v(s), .
Soit S(x) = sup;; [Ixi — x|

dPg, e
— = QiPL Pl = o, Flocking : S(Pg,v(0)) — 0.

Qi (i) = Ao (|| (6) = (1)) 5(P.v(0) < { sup s(p&tv)] 5(v(0)

S(v)<1
Flocking Par dualité :
sup S(P§,v
X(t) = sup [|xi(t) — x;(t)ll,, S(v)gl (Pev)
i#j - .
V(t) = suplvi(t) — v;(t)ll,: 1 * *
o = s - P, — (VP
i# H7VL~l§p7’n > ;Hﬂ O,t),- (V O,t),-
X(t) < s li V(t) =0. . S( p*
supX(e) <o, lim V(1) — 1 8(P5,).
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Inégalité de Dobrushin

Interprétation probabiliste du CED

Interprétation probabiliste

v(t) = P ev(s),

. L (t) . t) .
P: (i) =P(YW, =j | i) =i

Flocking

X(t) = sup[]xi(t) — ()l

i#j
V(t) = sup[[vi(t) — v;(t)ll:
i#j
sup X(t) < 400, lim V(t)=0.
t>0 t— 400
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Inégalité de Dobrushin

Interprétation probabiliste du CED

Interprétation probabiliste

v(t) = P:,v(s),
ot Interprétation probabiliste du CED

< 1. - (t) . (t) .
PS.[(”-/) 7 P(Yr s =J ‘ YO o ’)‘ \/(t) S (1 7(5(Pgt))v(0)

Flocking

X(t) = sup[]xi(t) — ()l

i#j
V(t) = sup[[vi(t) — v;(t)ll:
i#j
sup X(t) < 400, lim V(t)=0.
t>0 t— 400
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Interprétation probabiliste du CED

Interprétation probabiliste

v(t) = P:,v(s),
ot Interprétation probabiliste du CED

< 1. - (t) . (t) .
PS.[(”-/) 7 P(Yr s =J ‘ YO o ’)‘ \/(t) S (1 7(5(Pgt))v(0)

ol
Flocking .
6(Pg,¢) = min Z Pg.¢ (i, k) A Pg,t(js k)
_ i)
X(t) = sup ||xi(t) — x;(£)ll,, k=1

i#j
V(t) = sup[[vi(t) — v;(t)ll:
i#j
sup X(t) < 400, lim V(t)=0.
t>0 t— 400
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Inégalité de Dobrushin

Interprétation probabiliste du CED

Interprétation probabiliste

v(t) = P ev(s),

Interprétation probabiliste du CED

< 1. - (t) . (t) .
PS.[(”-/) 7 P(Yr s =J ‘ YO o ’)‘ \/(t) S (1 7(5(Pgt))v(0)

ol
Flocking .
6(Pg,¢) = min Z Pg.¢ (i, k) A Pg,t(js k)
_ i#j
X(t) = sup[Ixi(t) = x;(t)ll, k=1
i
[ _ Ul _ vyl _
V(t) = sup ||vi(t) — vi(t)]l,- = minP (Yt =Yo [ Yo =iY 71)
i#j
sup X(t) < 400, lim V(t)=0.
t>0 t—+o00
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Inégalité de Dobrushin

Contréle du CED
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Contréle du CED
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Inégalité de Dobrushin

Contréle du CED

8(Pg.¢) = min > Pg (i, k) A Pg . (j, k).
i#j et
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Inégalité de Dobrushin

Contréle du CED

5(Pg,t) > m?ir.‘ Pg’t(i, DA PS,t(L 1).
i#]
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Inégalité de Dobrushin

Contréle du CED

(5(P0t)>m|nP( —1|Y[]—).
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Inégalité de Dobrushin

Contréle du CED

5(Ps.e) = minP(Jy] < ¢] YT = i).
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Inégalité de Dobrushin

Contréle du CED

0(Po,e) = P(Th < axt), Th~T(h,1).
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Inégalité de Dobrushin

Condition de Flocking

Inégalité de Dobrushin

Contrdle du CED

ou

Flocking

X(t) = suplxi(t) — ()l

i#J
V(t) = sup [[vi(t) — v;(2)ll,-
i#j
sup X(t) < +o0, lim V(t)=0.
t>0 t—+o00
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Inégalité de Dobrushin

Condition de Flocking

Inégalité de Dobrushin

Condition de flocking

Contréle du CED
Condition de flocking : 3ro > X(0),

+oo
oil ro > X(O)+V(0)/ P(T'y > A*yY(rn)s) ds.
0

Flocking

X(t) = suplxi(t) — ()l

i
V(t) = sup [[vi(t) — v;(2)ll,-
i
sup X(t) < +oo, lim V(t)=0.
t>0 t—+o0
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Inégalité de Dobrushin

Condition de Flocking

Inégalité de Dobrushin

Contrdle du CED

ou

Flocking

X(t) = suplxi(t) — ()l

i
V(t) = sup [[vi(t) — v;(2)ll,-
i
sup X(t) < +oo, lim V(t)=0.
t>0 t—+o0

Condition de flocking

Condition de flocking : 3ro > X(0),

“+oo
ro > X(O)+V(0)/ P(T'y > A*yY(rn)s) ds.
0

Se réécrit :

V(0) < C sup (r— X(0))y(r).
r>X(0)
a*

avec C = &
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Inégalité de Dobrushin

Suite : et si Aj; est une matrice ?
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Inégalité de Dobrushin

et si A est une matrice ?

dxP

dt (t) - lp(t)?

dvP n d

(0= > QO ((6) - v(2),
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Inégalité de Dobrushin

Suite : et si Aj; est une matrice ?

7

dt (t) - lp(t)?

dV-p n d

T =a X 3 QP (1)~ Vi)

Jj=1q=1
Généralisation de I'équation de Dobrushin dans le cas Aj; € Rdxd .

Théoréme (C. 2023+)

S(P5ev(0)) < (ld — dm(P; 1)) S (v(0))

ou
n
Sm(P)PY = min > PEI A PET = 6(PPI).
i /

V.
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